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В статье изложен новый подход к решению обратной задачи кинематики. Показан пример 
применения подхода при синтезе управляющих воздействий для приводов шагающих роботов. 
Идея подхода заключается в следующем: из всех сочленений робота выбирается ограниченный 
набор сочленений, необходимых для реализации избранной походки. Для этих сочленений 
назначается строгая последовательность движения в течение каждого шага и ограничения 
изменений обобщенных координат. Сочленения, не участвующие в реализации избранной 
походки, блокируются, для них расчеты не проводятся. Достоинствами подхода являются: 
однозначность получаемого решения, возможность рассмотрения вырожденных конфигураций 
исполнительного механизма шагающего робота, возможность вычислений в условиях 
кинематической избыточности, высокая скорость вычислений. Указанные достоинства 
обусловлены тем, что последовательность движения сочленений изначально устанавливает 
определенную желаемую конфигурацию ноги в пространстве и, по сути, задает направление 
решения. Получение управляющих воздействий показано на примере шестиногого шагающего 
робота, имеющего по шесть сочленений в каждой ноге. 
Ключевые слова: обратная задача кинематики, шагающий робот, алгоритм, обобщенные 
координаты 
 
Введение 
Получение управляющих воздействий основано на решении обратной задачи 
кинематики. В настоящее время существует множество методов решения этой задачи. 
Критика этих методов представлена в первой части статьи. 
В данной статье при синтезе управляющих воздействий будет использован подход к 
решению обратной задачи кинематики, предложенный автором [1]. 
Основная идея подхода состоит в следующем: 
1. Из всех сочленений робота выбирается ограниченный набор сочленений, 
необходимых для реализации избранной походки [2, 3]. Для этих сочленений назначается 
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строгая последовательность движения в течение каждого шага и ограничения изменений 
обобщенных координат. 
2. Сочленения, не участвующие в реализации избранной походки, блокируются, для 
них расчеты не проводятся.  
1. Критика существующих методов решения обратной задачи 
кинематики 
Метод обратных преобразований [4] может не иметь решений или иметь несколько 
решений и некоторые из них приходится дополнительно отсеивать (например, из-за 
кинематических ограничений). 
Тригонометрический метод [4] может не иметь решений при числе степеней 
подвижности, превышающем количество получаемых выражений относительно 
обобщенных координат. 
Методы использования матрицы Якоби [4, 5, 6, 7], методы  Ньютона [5], методы 
нелинейного программирования [8] и метод интервалов [9] при большом числе степеней 
подвижности требуют слишком много времени на вычисления, что затрудняет их 
использование в режиме реального времени. Кроме того, метод интервалов разработан 
для простых кинематических цепей. 
Методы Sequential Monte Carlo Method (SMCM) [10], Style-based Inverse Kinematics 
[11] и Mesh-based Inverse Kinematics [12] требуют обязательного предварительного 
обучения модели, что недопустимо в условиях непредсказуемости условий окружающей 
среды. 
Метод SIK [13] предназначен для моделирования движений человека, для других 
систем придется переписывать алгоритмы. 
Методы CCD [14] и Triangulation Inverse Kinematics [15] разработаны для простых 
кинематических цепей. При наличии нескольких конечностей возможно применение этих 
методов путем расчленения механизма на несколько простых цепей и решения обратной 
задачи кинематики отдельно для каждой цепи, однако при этом не учитывается 
взаимовлияние частей механизма, придется дополнительно проводить согласование 
получаемых решений. 
Метод FTL [16] также может быть применен для описания кинематических цепей 
манипуляторов, особенно в тех случаях, когда нужно проследить взаимовлияние приводов 
звеньев друг на друга. Однако он не был проработан на случай нескольких концов 
кинематической цепи (то есть, для нескольких схватов или ног). 
Метод FABRIK – согласно [5] и [17], быстрейший из методов, рассмотренных выше. 
Метод позволяет решать обратную задачу кинематики для систем с несколькими 
конечностями. Однако для использования FABRIK, как и для других перечисленных выше 
методов, необходима информация о целевой точке, что в изменяющихся внешних 
условиях не всегда возможно, например, в темноте или при поврежденной системе 
технического зрения. 
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Метод шаговых циклов [2] не требует выбора определенной точки на опорной 
поверхности. Этот метод удобен при описании движения шагающих роботов, однако, он 
был разработан для механизмов, имеющих не более трех сочленений в ноге (отсутствует 
кинематическая избыточность [18]). 
2. Новый подход к решению обратной задачи кинематики 
Суть предлагаемого подхода изложена во введении к настоящей статье.  
Из сказанного следует, что источниками исходных данных для решения обратной 
задачи кинематики являются кинематическая схема исполнительного механизма 
шагающего робота и избранная походка. 
Для применения предлагаемого подхода необходимо: 
1. Пронумеровать ноги и сочленения в ногах. 
2. Выбрать сочленения, которые будут задействованы в реализации избранной 
походки. 
3. Назначить последовательность смены опорных ног при движении избранной 
походкой. 
4. Назначить последовательность движения выбранных сочленений в течение шага 
для каждой ноги.  
5. Назначить ограничения изменений обобщенных координат в выбранных 
сочленениях. 
Процесс решения обратной задачи кинематики заключается в постепенном 
приближении к решению путем изменения (увеличения или уменьшения) обобщенных 
координат в том же порядке, в котором соответствующие этим координатам сочленения 
ноги перемещаются в течение шага при движении избранной походкой. Критерием 
завершения вычислений является достижение пределов или факт постановки ноги на 
опорную поверхность, фиксируемый контактным датчиком (или условием в программе 
моделирования). 
Изменения обобщенных координат происходят в цикле, каждая обобщенная 
координата изменяется на определенную величину на каждой итерации цикла. Полное 
время цикла соответствует предполагаемому времени совершения шага. 
Достоинствами подхода являются: однозначность получаемого решения, 
возможность рассмотрения вырожденных конфигураций исполнительного механизма 
шагающего робота, возможность вычислений в условиях кинематической избыточности, 
высокая скорость вычислений. 
Возможность рассмотрения вырожденных конфигураций связана с тем, что при 
вычислениях не используется аппарат матричных преобразований (в частности, 
вычисление обратной матрицы Якоби). 
Возможность вычисления в условиях кинематической избыточности, однозначность 
получаемого решения и высокое быстродействие обусловлены тем, что 
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последовательность движения сочленений изначально устанавливает определенную 
желаемую конфигурацию ноги в пространстве и, по сути, задает направление решения.  
Проверка получаемого решения не требуется, так как кинематические ограничения 
уже учтены в процессе вычислений. 
Еще одним важным преимуществом подхода является тот факт, что роботы могут 
иметь произвольные количества ног, а также сочленений в ногах. 
Недостатком подхода можно назвать отсутствие возможности построения 
универсальных алгоритмов для шагающих роботов с принципиально разными 
кинематическими схемами (например, антропоморфными и паукообразными) ввиду 
конструктивных отличий исполнительных механизмов. Но этим же недостатком обладают 
и другие эвристические методы, такие как FABRIK, FTL или CCD. С этими методами 
данный подход роднит тот факт, что не существует определенной формулы, 
использование которой позволяет сразу получить решение. Есть лишь алгоритмы поиска, 
проверяющие при вычислениях набор заданных условий, являющихся критериями 
коррекции или завершения решения. 
3. Исполнительный механизм шагающего робота 
Кинематическая схема робота представлена на рисунке 1. 
 
Рис. 1. Кинематическая схема шестиногого шагающего робота 
 
Порядок нумерации ног, соответствующий кинематической схеме на рисунке 1, 
представлен на рисунке 2. Следовательно, для походки «трешки» [2, 3] имеем две группы 
ног: (1, 4, 5) и (2, 3, 6). 
В качестве начального положения выберем положение, представленное на рисунке 
3. Параметры начального положения представлены в таблице 1. 
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Рис. 2. Номера ног робота Рис. 3. Начальное положение робота 
 
Таблица 1. Ограничения обобщенных координат и параметры начального положения 
Обобщенная 
координата 
Значения обобщенных координат, градусы 
Минимальное Максимальное Начальное 
Правые ноги 
q10, q22, q34 -15 15 0 
q11, q23, q35 -60 -30 -45 
q12, q24, q36 -90 90 0 
q13, q25, q37 -30 30 0 
q14, q26, q38 30 60 45 
q15, q27, q39 30 60 45 
Левые ноги 
q16, q28, q40 -15 15 0 
q17, q29, q41 30 60 45 
q18, q30, q42 -90 90 0 
q19, q31, q43 -30 30 0 
q20, q32, q44 -60 -30 -45 
q21, q33, q45 -60 -30 -45 
Примечание: фиктивные сочленения [19], а также сочленения q7, q8 и q9 (сочленения головы робота) в 
перемещении робота не участвуют, поэтому их параметры отсутствуют в таблице 1. 
 
Длина ног робота в распрямленном состоянии составляет 2 м, длина корпуса от 
головы до «бедренных суставов» задних ног – 2,5 м, расстояние между соседними парами 
ног составляет 95 см. 
4. Описание условий эксперимента 
Робот перемещается по неровной опорной поверхности. Опорная поверхность 
генерируется случайным образом для каждого запуска программы моделирования, 
вероятность получения одних и тех же неровностей в двух разных экспериментах 
практически равна нулю. Высота неровностей - до 20 см. Максимальная амплитуда 
изменения высоты (от нижней точки впадины до верхней точки возвышения) составляет 
40 см. 
Алгоритм движения реализован таким образом, чтобы обеспечить горизонтальную 
ориентацию корпуса робота относительно опорной поверхности. 
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5. Применение подхода 
1. Последовательность смены опорных ног для походки «трешки» будет следующей 
(см. рисунок 2): 
… → 1, 4, 5 → 2, 3, 6 → 1, 4, 5 →  … 
 
2. Стадии шага для всех ног в данном случае будут одинаковыми. Это связано с тем, 
что конструкция ног полагается одинаковой. На рисунке 4 показаны фаза переноса и фаза 
опоры. На рисунках 5 и 6 показаны подъем и опускание ноги робота соответственно. 
 
Рис. 4. Перенос корпуса робота 
 
Пунктирными линиями показаны исходные положения ног робота, сплошными 
линиями – конечные. 
Для фазы опоры: 
- перенос корпуса робота вперед с помощью сочленений q10, q22, q34, q16, q28 и 
q40. 
На рисунке 4 в фазе опоры находятся ноги 1, 4 и 5 (перемещаемые сочленениями 
q10, q28 и q34 соответственно), на что указывают соответствующие стрелки, 
направленные против движения робота. 
 
Рис. 5. Подъем первой ноги над опорной поверхностью 
 
Для фазы переноса: 
- подъем ног над опорной поверхностью с помощью сочленений q11, q23, q35, q14, 
q26, q38, q17, q29, q41, q20, q32, q44 (на рисунке 5 процесс подъема ноги показан на 
примере первой ноги робота); 
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Рис. 6. Опускание первой ноги на опорную поверхность 
- перенос ног вперед с помощью сочленений q10, q22, q34, q16, q28, q40 (см. рис. 4: в 
фазе переноса находятся ноги 2, 3 и 6, перемещаемые сочленениями q16, q22 и q40; на 
перенос ног указывают соответствующие стрелки, направленные на рисунке «вниз»); 
- опускание ног на опорную поверхность с помощью сочленений q11, q23, q35, q14, 
q26, q38, q17, q29, q41, q20, q32, q44 (на рисунке 6 процесс опускания ноги показан на 
примере первой ноги робота). 
3. Ограничения изменений обобщенных координат соответствуют таблице 1. 
4. Назначим время на выполнение одного шага T исходя из требуемой скорости 
движения корпуса робота: T = 0,5 с, что соответствует для данного механизма скорости 
корпуса Vкорп = 1,7388 м/с. 
Из рассмотренных выше стадий шага следует, что в течение шага обобщенные 
координаты изменяются не одновременно, что проиллюстрировано на рисунке 7 на 
примере первой ноги. 
 
Рис. 7. Фазы опоры и переноса первой ноги робота 
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В фазе опоры (участок I) работает сочленение q10, участвующее наряду с 
аналогичными ему сочленениями других ног в процессе  переноса корпуса робота. 
Изменение соответствующей обобщенной координаты представлено на рисунке 7 
наклонным участком. 
В фазе переноса: 
- на участке II (подъем ноги) работают сочленения q11 и q14, остальные сочленения 
остановлены (горизонтальные участки на графиках соответствуют отсутствию изменений 
обобщенных координат); 
- на участке III (перенос ноги вперед) работает сочленение q10, остальные 
сочленения остановлены; 
- на участке IV (опускание ноги на опорную поверхность) работают сочленения q11 
и q14, остальные сочленения остановлены. 
Примечание: из рисунка 7 видно, что в фазе переноса на участках II и IV есть 
отрезки времени, когда все сочленения первой ноги робота остановлены. На участке II это 
связано с достижением сочленениями q11 и q14 пределов изменения соответствующих 
обобщенных координат, на участке IV  - с достижением ногой робота опорной 
поверхности. В обоих случаях вычисления обобщенных координат q11 и q14 
останавливаются, их значения фиксируются до конца фазы переноса. 
5. Разбиение времени T на определенное число временных промежутков, 
соответствующих планируемому числу итераций n (число итераций выбирают из 
соображений удобства при вычислениях). 
Назначим число итераций n = 100. 
6. Выбор приращений обобщенных координат на каждой итерации k = 1, ..., n. 
Приращения обобщенных координат будем выбирать по следующим формулам: 
q /A n
i i
 
 
где Аi – величины диапазонов изменения обобщенных координат, i – номер сочленения. 
7. Алгоритм решения обратной задачи кинематики. 
Алгоритм 1.  
Исходные данные: начальные значения обобщенных координат, ограничения 
обобщенных координат, номера ног, находящихся в опоре. 
Выходные данные: новые значения обобщенных координат. 
1. Проверка нахождения ноги в фазе опоры. Если нога в фазе опоры, то переход к 
процедуре 1. Иначе переход к процедуре 2. 
2. Процедура 1. Фаза опоры. 
2.1. Определение приращений обобщенных координат qi . 
2.2. Цикл вычислений (максимум 100 итераций). На каждой итерации: 
Если , maxmin
q q qi ii
 
  : 
q q qi i i  . Если 
, maxmin
q q qi ii
 
  : выход из цикла. 
3. Процедура 2. Фаза переноса. 
3.1. Определение приращений обобщенных координат qi . 
3.2. Разбиение времени шага T на три интервала, соответствующие подъему, переносу и 
опусканию ноги. 
3.3. Цикл вычислений (максимум 100 итераций). 
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3.3.1. Подъем ноги. Если , maxmin
q q qi ii
 
  : 
q q qi i i  . 
3.3.2. Перенос ноги вперед. Если , maxmin
q q qi ii
 
  :
q q qi i i  . 
(знак операции «±» противоположен знаку той же операции в фазе опоры). 
3.3.3. Опускание ноги на опорную поверхность. 
Если , maxmin
q q qi ii
 
   и нога не касается опорной поверхности: 
q q qi i i   
Если , maxmin
q q qi ii
 
   или нога коснулась опорной поверхности: выход из цикла. 
4. Конец вычислений. Считывание значений обобщенных координат. 
6. Результаты моделирования 
На рисунке 8 представлены несколько кадров движения робота походкой «трешки» 
по неровной поверхности. 
При моделировании использовались элементы разработанной ранее программы [20]. 
   
   
   
Рис. 8. Движение по неровной поверхности 
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В ходе моделирования модель робота преодолела расстояние 19,9962 м со скоростью 
Vкорп = 1,7388 м/с. 
На совершение одного шага отводилось не более 0,5 с (как было указано выше при 
построении алгоритма в разделе «Применение подхода»). 
Ниже представлены графики изменения обобщенных координат в сочленениях всех 
ног робота (рисунки 9-14). 
 
Примечание: на рисунках 9-14 представлены графики изменения обобщенных 
координат сочленений, реализующих избранную походку, а также графики для 
блокированных сочленений, имеющих ненулевые начальные значения обобщенных 
координат.  
Из приведенных графиков видно, что: 
- движение групп ног (1, 4, 5) и (2, 3, 6) происходит в противофазе, что соответствует 
походке «трешки»; 
- сочленения ног робота движутся в соответствии с выбранными выше стадиями 
шага. 
 
Рис. 9. Графики обобщенных координат первой ноги робота 
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Рис. 10. Графики обобщенных координат второй ноги робота 
 
Рис. 11. Графики обобщенных координат третьей ноги робота 
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Рис. 12. Графики обобщенных координат четвертой ноги робота 
 
Рис. 13. Графики обобщенных координат пятой ноги робота 
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Рис. 14. Графики обобщенных координат шестой ноги робота 
Заключение 
В статье показана возможность применения подхода, предложенного автором, для 
формирования управляющих воздействий для приводов шагающих роботов в условиях 
кинематической избыточности исполнительного механизма робота и при неровной 
опорной поверхности, которая заранее неизвестна. При этом не задаются требования к 
выбору определенных точек на поверхности. 
Назначение стадий шага, последовательности смены опорных ног, а также 
ограничений обобщенных координат в сочленениях механизма на этапе построения 
алгоритма движения позволяет получить однозначные, не требующие дополнительных 
проверок результаты. 
Представленные результаты моделирования демонстрируют возможность 
использования подхода для синтеза управляющих воздействий для шагающих роботов с 
произвольной кинематической схемой. 
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Control actions are provided on the basis of inverse kinematic problem. Now there is a set 
of methods to solve this task.  
This article considers an example of the author’s approach application to the inverse kine-
matic problem. 
The main idea of approach is as follows: 
1. The limited set of the joints necessary to implement the chosen gait is selected from all 
joints of the robot. For these joints a strict sequence of the movement within each step and re-
striction of changing generalized coordinates are specified. 
2. The joints non-involved in implementing the chosen gait are disabled, with no calcula-
tions performed for them.  
Thus, the sources of basic data for the inverse kinematic problem are the kinematic scheme 
of the executive mechanism of the walking robot and the chosen gait. 
To use the offered approach it is necessary: 
1. To number the legs and their joints. 
2. To choose joints to be involved in realization of the chosen gait. 
3. To appoint a sequence of the change of supporting legs when moving by the chosen gait. 
4. To specify a motion sequence of the chosen joints within a step for each leg.  
5. To specify restrictions of changes of the generalized coordinates in the chosen joints. 
The inverse kinematic problem process consists in gradual approach to the solution by 
change (increase or decrease) of the generalized coordinates in the same order in which the joints 
of a leg corresponding to these coordinates move within a step by the chosen gait when walking. 
Criterion of completing calculations is the limits reached or the fact that a leg is fixed on a sup-
porting plane by a contact sensor (or a condition in the modeling program). 
Changes of generalized coordinates are within a cycle; each generalized coordinate chang-
es by a certain value at each of iterations of a cycle. The total time of a cycle corresponds to the 
estimated time of a step to be done. 
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Advantages of the approach are following: unambiguity of the received solution, possibil-
ity to consider degenerate configurations of the executive mechanism of the walking robot, pos-
sibility to calculate in the conditions of kinematic redundancy, and high-speed calculations. 
The possibility to consider degenerate configurations is owing to the fact that, when calcu-
lating, the device of matrix transformations is not used (in particular, calculation of the return 
matrix of Jacobi). 
The possibility to calculate in the conditions of kinematic redundancy, unambiguity of the 
received solution and high speed are caused by fact that the sequence of the joints movement ini-
tially defines a certain desirable leg configuration in space and, in fact, specifies a solution direc-
tion.  
There is no need to verify the received solution as kinematic restrictions has been are al-
ready taken into consideration in the course of calculations. 
One more important advantage of the approach is the fact that robots can have any number 
of legs, and joints in legs. 
A lack of possibility to create universal algorithms for the walking robots with essentially 
different kinematic schemes (for example, anthropomorphous and arachnoid) because of con-
structive differences in executive mechanisms can be the shortcoming of the approach. But other 
heuristic methods, such as FABRIK, FTL or CCD also have the same shortcoming. The ap-
proach is akin to these methods by the fact that there is no certain formula which use allows us to 
receive the solution with these methods at once. There are only algorithms of search checking a 
set of the specified conditions, which are criteria of correction or end of the solution when calcu-
lating. 
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